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Fonct ion de M6bius  d'un groupe fini et anneau de Burnside 
CHARLES KRATZER et JACQUES THI~VENAZ 
Soit (3 un groupe fini et S(G) le treillis de tousles sous-groupes de G. On se 
propose d'&udier la fonction de M6bius IX(S, T) du treillis S(G). A cette fin, on 
travaille avec l 'anneau de Burnside f l (G) du groupe G. En effet, une formule due 
h Gluck [G] exprime chaque idempotent primitif de Q~O(G)  comme com- 
binaison lin~aire h coefficients rationnels de la base canonique de g~(G) et les 
coefficients font pr6cis6ment intervenir la fonction de M6bius de S(G). La 
structure d'anneau de J2(G) donne en cons6quence des renseignements sur la 
fonction ~. 
Le premier objectif de cet article est de donner des r6sultats sur la valeur 
explicite de la fonction de M6bius, pour un groupe r6soluble tout au moins. Une 
formule due h Crapo exprime la fonction de M6bius d'un treillis quelconque n 
fonction de tous les compl6ments d'un point fix6 du treillis. Dans le cas du treillis 
des sous-groupes de G, l 'anneau de Burnside fournit une preuve d'un cas par- 
ticulier de ce r6sultat. On en d6duit des conditions uffisantes pour que IX(H, G) 
soit nul. De plus, la formule de Crapo permet un calcul explicite de IX(H, G) 
lorsque G est nilpotent, puis r6soluble. Dans le cas o~ G est ab61ien, on retrouve 
des r6sultats dfis h Delsarte [De]. 
Dans un second volet de cet article, on d6montre la propri6t6 de divisibilit6 
suivante: d~signons par G'  le sous-groupe des commutateurs de Get  par IG: G'10 
le produit des facteurs premiers distincts de t G :G ' t .  Alors l'entier 
tG:G'Io" IX(S,G) est multiple de INo(S):S]. En particulier, IX(1, G) est un 
multiple de IGI/[G:G'Io. Ce r6sultat est h rapprocher du th6or6me de Brown [Br] 
affirmant que la caract6ristique d'Euler r6duite du complexe simplicial associ6 
l'ensemble ordonn6 des p-sous-groupes de G est un multiple de IGIp. En effet, il 
est bien connu (voir [R, thm 3]) que Ix(H, G) n'est rien d'autre que la 
caract6ristique d'Euler r6duite du complexe simplicial associ6 h l'ensemble 
ordonn6 {S 9 S(G); H<S < G}. Gluck [G] et Yoshida [Y] ont donn6 une preuve 
du th6or~me de Brown h l'aide des idempotents de l 'anneau de Burnside. De 
m6me la propri6t6 de divisibilit6 ci-dessus e d6montre h l'aide d'un r6sultat (en 
fait 6quivalent) sur les idempotents de Q@/] (G) :  si e(H) d6signe l ' idempotent de 
Q|  correspondant au sous-groupe H, alors INo(H):HI" IH:H'Io est le plus 
petit entier n tel que n" e(H)9 g2(G). 
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Les propri6t6s homotopiques du complexe simplicial associ6 ~ l'ensemble 
ordonn6 {S c S(G); H< S < G} seront 6tudi6es dans un prochain article [K-T]. 
Dans le paragraphe 1, nous rappelons les propri6t6s 616mentaires de l'anneau 
de Burnside et d6montrons quelques faits utiles par la suite. Le paragraphe 2 est 
consacr6 au th6or~me de Crapo et au calcul de la fonction de MSbius des groupes 
r6solubles. Enfin, la propri6t6 d'int6gralit6 de la fonction de M6bius est 
d6montr6e au paragraphe 3. 
1. Pr~liminaires sur l'anneau de Burnside 
Soit G une groupe fini. Un G-ensemble st un ensemble muni d'une action de 
G. Le groupe de Grothendieck I ] (G)  des G-ensembles finis pour l'op6ration 
"r6union disjointe" poss~de une structure d'anneau, la multiplication &ant in- 
duite par le produit cart6sien de G-ensembles. C'est l'anneau de Burnside O(G) 
du groupe G. 
Tout G-ensemble fini est une r6union disjointe de G-ensembles transitifs et 
un G-ensemble transitif est isomorphe ~t G/H ofa H est le stabilisateur d'un point. 
Deux G-ensembles transitifs G/H et G/K sont isomorphes si et seulement si Het  
K sont conjugu~s. I1 en r~sulte que g2(G) est 2~-libre de base {G/H; [H]~ C(G)} 
off C(G) d6signe l 'ensemble des classes de conjugaison [H] de sous-groupes H de 
G. 
Soit S un sous-groupe de Get  X un G-ensemble. On d6signe par (S, X} le 
nombre de points fixes de X sous l'action de S. Alors (S,): I ] (G)~ 71 est une 
homomorphisme d'anneaux, qui ne d6pend que de la classe de conjugaison [S]. 
Suivant Burnside [Bu, w et Dress [Dr], nous appelons (S, X) la marque de X 
en S. Rappelons le r6sultat essentiel: 
PROPOSIT ION 1.1. Le produit des homomorphismes marques 
~:a(G) - - ,  I ' [  Z 
[S]~C(G) 
est injectif et son conoyau est fini. En particulier, 
I |174  I-I Q 
[S]~C(G) 
est un isomorphisme. [] 
Tout ce qui pr6c~de est essentiellement dfi ~ Burnside [Bu, w 181], dans des 
notations diff6rentes. On trouvera dans [tD] un expos6 d6taill6 ainsi que le calcul 
explicite de Coker (4,). On identifiera d6sormais I~(G) et son image par ~b. En 
d'autres termes, un G-ensemble st identifi6 ?~ la collection de ses marques. De 
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plus, la marque (S,) s'6tend bien 6videmment en la projection de l~slEc(o)72 sur 
le [S]-i6me facteur. 
Soit {e(H); [H]c  C(G)} la base canonique de l~Hl~c(6)72. Donc, (S, e(H))= 1 
si [S ]=[H]  et 0 sinon. Par d6finition, e(H) ne d6pend que de la classe de 
conjugaison [H]. Lorsque la r6f6rence au groupe G s'impose, on 6crira aussi 
e(s(H) pour e(H). 
Soit S(G) le treillis de tousles sous-groupes de G et soit ~(S, T) la fonction 
de M6bius de S(G). Rappelons que ~ est d6finie par ~(S ,S )=I ,  puis 
r6cursivement par ~S<_-H~T IX(S, H) = 0. On pose aussi par convention ix(S, T) = 0 
si SN T. Pour d'autres d6tails sur la fonction de M6bius, voir [A]. 
Le th6or6me suivant exprime les idempotents primitifs e(H) comme com- 
binaisons lin6aires (~ coefficients rationnels) de la base canonique de f~(G). 
THtZORI~ME 1.2 (Gluck [G], Yoshida [Y]) 
v Isl e ( S)  = ~<_-~H IN~(H)[ IX(S, H) G/ S. 
En particulier, 
IX(S, G) 
e (G)= ~ iN~i~ I 
[S]eC(G) 
G/S. [] 
Le th6or~me de Gluck permet de retrouver explicitement un G-ensemble dont on 
connaTt outes les marques: 
PROPOSITION 1.3. Soit x eQ@I2(G)  donn~ par ses marques (H, x)= all. 
Alors, 
[S]~C(G) =s  
Preuve. 
x= ~ a.e(H)= ~ Y~ an~(S,H) ING(H):St 'GIS 
[H]~ C(G) [HJE CfG) S~H 
= ~ aH~(S, H)IG:SI -~ G/S 
S,H 
= Z miNo(S):Si-')GiS. 
[S]~C(G) --H~S 
[] 
On en d6duit le crit~re d'appartenance ~ I2(G) suivant: 
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COROLLAIRE  1.4. Soit xcQ@zg2(G) .  Alors x appartient fi ~(G)  si et 
seulement si, pour tout sous-groupe S de G, ~HeS (H, x )lx ( S, H) ~ IN~(S): SI 7/. []  
Ainsi, si l'on sait que x ~ I2(G), on peut en d6duire des propri6t6s de divisibilit6 
de la fonction ~. Cette remarque sera exploit6e au paragraphe 3. 
R6ciproquement, ce n'est que si l'on dispose d'informations sur la fonction de 
M6bius qu'on peut utiliser ce corollaire comme critbre d'appartenance ~ O(G). 
Par contraste, si l 'on dispose d'informations sur les normalisateurs de sous- 
groupes de G, on a le critbre suivant [tD, p. 6]: 
PROPOSIT ION 1.5. Soit x~Q@O(G) .  Alors, x appartient ga I2(G) si et 
seulement si, pour tout sous-groupe S de G. 
n(S, H)(H, x )~O mod INc(S) : SI 
[14] 
of~ n(S, H) sont certains entiers (dEpendants des normalisateurs de sous-groupes de 
G) et la somme est prise sur les classes de conjugaison dans G de sous-groupes H de 
N~ (S) pour lesquels HIS est cyclique. [] 
Pour terminer ce paragraphe pr61iminaire, voici deux r6sultats qui nous seront 
utiles par la suite: 
PROPOSIT ION 1.6. Soit S et T des sous-groupes de G tels que S .  T= G. 
Alors G /SzG/T~-G/SAT.  De plus, SgAT ~ est conjugu~ & SAT pour tous 
g, hcG.  
Preuve. Les projections modulo Set  modulo T d6finissent un homomor- 
phisme de G-ensembles ~b :G/S O T--~ G/S • G/T, qui est injectif car, si 
(gS, gT) = (hS, hT), alors h- lg  e S n T, et donc g(S n T) = h(S n T). De plus, sous 
l'hypoth~se G = S 9 T, ~b est surjectif. En effet, soit (gS, hT) ~ G/S • G/T. On 6crit 
g ~h = st avec s c S et t~ T. Alors, hT= gstT= gsT et gS--gsS. Par cons6quent, 
(gS, hT)=cb(gs(SNT)) .  La derni~re assertion se d6montre de manibre 
analogue. [] 
PROPOSIT ION 1.7. Soit N le plus petit sous-groupe normal de G ga quOtient 
nilpotent et soit Sun  sous-groupe de G ne contenant pas N. Alors il existe a ~ O(G)  
tel que (S, a) = 0 et (G, a) = 1. 
Preuve. Soit Ps le noyau de la marque (S , ) : /2 (G)  ~ 7/. Dress [Dr] ddmontre 
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que Ps et Pr sont contenus dans un m6me id6al maximal de O(G)  si et seulement 
s'il existe un nombre premier q pour lequel 0q(S) est conjugu6 ~ 0q(T) (ofa 0q(S) 
d6signe le plus petit sous-groupe normal de S tel que S/O"(S) soit un q-groupe). 
Donc, si Ps et Pc sont contenus dans un m6me id6al maximal, alors il existe q 
avec S_-__0"(S)=0q(G), et comme 0q(G)>___N par d6finition de N, on en d6duit 
S>=N contrairement h l'hypoth6se. Par cons6quent, Ps +Pc = O(G) et il existe 
a E Ps et b e Pc tels que a + b = 1. La proposition en r6sulte. [] 
2. Caicul de la fonction de M6bius 
Ce paragraphe st consacr6 h divers r6sultats ur la fonction de M~Sbius du 
treillis S(G) de tousles sous-groupes d'un fini G. I1 est utile de noter qu'~ partir 
des valeurs explicites des marques de /2(G), il est facile de calculer les idempo- 
tents e(H), donc aussi la fonction de M6bius en vertu du th6or6me 1.2. 
Soit S(G/H)  le treillis de tousles sous-groupes de G contenant Het  soit 
L~S(G/H) .  Un compl~ment de L est un sous-groupe C cS(G/H)  tel que 
C 7t L = H et (C, L) -- G (off (C, L) d6signe le sous-groupe engendr6 par C et L). 
Une formule due ~ Crapo [A, thin 4.33] exprime la fonction de M6bius d'un 
treillis quelconque n fonction de tous les compl6ments d'un point fix6 X du 
treillis. Dans le cas de S(G/H), l 'anneau de Burnside fournit une preuve de ce 
r6sultat pour un choix de X garantissant que deux compl6ments ne sont jamais 
comparables: 
THt~ORI~ME 2.1. (Crapo). Soit Hun  sous-groupe de G. Soit N un sous- 
groupe normal de Get  X = N 9 H. Soit X • l' ensemble de tous les compl~ments deX 
dans S(G/H). Alors: 
a) Les treillis S(G/X)  et S(C/H) sont isomorphes pour tout C e X • En particulier 
Ix (H, C) = Ix (X, G). 
b) Ix(H, G)=Zc~x LIx(H, C) " Ix(C, G)= tz(X, G) 3~c~xJ Ix(C, G). 
LEMME 2.2. Soit p: G---~L un homomorphisme de groupes et soit X un 
L-ensemble. On d~signe par o*(X) l' ensemble X consid~r~ comme G-ensemble via 
p. Alors pour tout sous-groupe S de G, on a (S, o *(X))c = (o(S), X)L. 
Preuve. 
(S, o*(X))c = Card {x E X; sx = x pour tout s ~ S} 
= Card {x c X; p(s)x = x pour tout s c S} = (p(S), X)L. [] 
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Preuve du th~or~me, a) Soit 4~ : S(G/X)  --* S(C/H); U ~-~ U n C et 
tO: S (C /H)~ S(G/X);  V ~ X .  V. Tout d 'abord X .  Vest  bien un sous-groupe 
car X .  V=N.  H .  V=N.  V. Comme X .  C= G, tout 616ment u  9  U s'6crit 
u=xc  (x 9149 mais comme x  9  c  9  et donc U=X. (UNC) .  
Ainsi tOoth = id. Si maintenant c 9 (X 9 V) N C, alors c = xv (x 9 X, v 9 V). Comme 
v  9  x  9  doncc  9  V=V.  Ainsi (X .  V) NC=Vet  4~~ 
b) Soit x=Y. rN=~IG:T I  I "~(T ,G)G/T  et z=~v.N,~IG:T I - I . tx (T ,G)G/T .  
Par le th6or~me 1.2, x+z=e(G) .  Soit S tel que S.N=G et S~G.  
Alors [S ]~[T]  pour tout T tel que T -  N4  = G, donc (S, G/T)  = 0 et (S, z) = 0. I1 en 
r6sulte que 
(S ,x )=(S ,e (G) )=O car S( :G.  (*) 
Soit maintenant O : G --~ G/N  l 'homomorphisme canonique t y = p*(e~m(G/N)). 
Par le th6or5me 1.2 appliqu6 ~t e~/N(G/N), on a 
y = Y. IO: U l - ' -  ~(U, G)C/U. 
N~U 
De plus, par le lemme 2.2: 
{~ si S 'N=G (**) 
(S, y) = (S 9 N/N, e6/N(G/N)) = si S .  Nr  G 
II r6sulte alors de (*) et (**) que si S~ G, soit (S, x), soit (S, y) est nul. De plus: 
(G, x) = (G, G /G)  = 1 et (G, y) = (G, G /G)  = 1. Par cons6quent xy = e(G). Si 
T .  N = Get  U >= N, alors T -  U = Get  done G/T  x (3] U = G/T  N U par la proposi- 
tion 1.6. Par cons6quent: 
e(G) = xy = ~ ~ I~:  TI-' 9 I~ :  ul- ' .  o.(T, C). ~(U, G)GITn U. 
T-N=G U~N 
I1 s'agit maintenant de calculer le coefficient de G]H dans e(G). Si H= TA U, 
alors U est enti~rement d6termin6 comme 6tant U = N 9 H. En effet, tout u 9 U 
s'6crit u=tn  (avec t  9  et n 9  mais comme n 9  t  9  Par 
cons6quent, si H = T n U (avec T .  N = Get  U >_- N) alors U = N .  H et Tes t  un 
compl6ment de" U dans S(G/H).  Le m6me raisonnement s'applique ~ tout 
9 [H].  Notons de plus X = N .  H et X• l 'ensemble de tous les  compl6ments de 
2~ dans le treillis S(G/ISI). Si maintenant ax  d6signe le coefficient de G/H dans 
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e(G), on a donc 
a.= Y Io:QI "LG:21 '.Ix(Q,O).Ix(2, G). 
Mais comme les treillis S(G/H) et S(G/fI)  sont isomorphes (par conjugaison), la 
deuxi6me somme est constante pour /4  c [HI, et donc: 
aH =IG:NG(H)[ ~ IG :HI-' " Ix(C, a) .  Ix(X, O), 
CmX • 
en utilisant de plus I G : C[. I G : X[ = I G : C n X[ = [G : HI (proposition 1.6). Par le 
th6or6me 1.2, on a aussi aH = INc,(H):H[ -1" Ix(H, G) et il en r6sulte: 
IX(H, G)= ~ Ix(C, G). Ix(X, G). 
C~X • 
Le deuxi6me 6nonc6 de b) r6sulte de a). [] 
COROLLAIRE  2.3. Soit Hun sous-groupe de Get  N un sous-groupe normal 
de G. 
a) Si N"  H n'a pas de complement dans S(G/H), alors Ix(H, G)=0.  Un par- 
ticulier, si N n'a pas de compl~ment, ix(H, G) = 0 pour tout sous-groupe H de N. 
b) Si IX(N. H, G)=0,  alors IX(H, G)=0.  En particulier si ix(l, G/N)=0,  alors 
Ix(H, G)= 0 pour tout sous-groupe H de N. [] 
D6signons par C~ le produit de n groupes cycliques d'ordre p (groupe ab61ien 
616mentaire). 
PROPOSITION 2.4. Soit G un groupe nilpotent et Sun  sous-groupe de G. 
a) Si S n' est pas normal dans G, IX(S, G) = 0. 
b) Si S <1G et G/S n'est pas un produit de groupes ab~liens ~l~mentaires, alors 
tz(S, G) = O. 
c) Si S <G et G/S =II~=I Cp~ (avec p, premier), alors IX(S,G)= 
HI=, (-1)~'p~ ). 
Remarques. 1) Lusztig [L] d6montre que le complexe simplicial associ6 au 
treillis des sous-espaces d'un ~:p-espace vectoriel de dimension n a l'homologie 
d'un bouquet de p(~l spheres de dimension n -2 .  I1 en r6sulte que la 
caract6ristique d'Euler r6duite de ce complexe est (-1)np (~), ce qui est un cas 
particulier du r6sultat ci-dessus. 
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2) Cette proposition g6n6ralise le r4sultat de Delsarte [De] qui ne traitait que 
le cas ab61ien. 
LEMME 2.5. Soit Get  F deux groupes d'ordre premier entre eux, Sun  
sous-groupe de G et T un sous-groupe de F. Alors: Ix(SxT, GxF)=- 
ix(S, G).  ix(T, F). 
Preuve. On prend N= Get  H=SxT dans le th6or~me 2.1. Alors X= 
G xT  et C=SxF  est l'unique compl6ment de X dans S(G/H). En effet, 
comme (IGI, IFI) = 1, tout sous-groupe de GxF est de la forme Ux  V avec 
U<=G et V<=F. Ainsi IX(SxT, GxF)=Ix (SxF ,  GxF) . IX (GxT ,  GxF)= 
IX(S, G).  IX(T, F). [] 
Preuve de la proposition 2.4. a) Soit cI)(G/S) l'intersection de tous les sous- 
groupes maximaux de G contenant S. Comme tout sous-groupe maximal est 
normal, alp(G/S) est normal, donc contient S strictement. Comme tout sous- 
groupe est contenu dans un sous-groupe maximal, cI)(G/S) n'a pas de compl6ment 
dans le treillis S(G/S). On conclut h l'aide du corollaire 2.3. 
b) Quitte ~ passer au groupe quotient G/S, on peut supposer S =- 1. Soit q~(G) 
l'intersection de tousles sous-groupes maximaux de G (sous-groupe de Frattini). 
Comme G est nilpotent, G/cI)(G) est un produit de groupes ab61iens 616mentaires. 
Donc, ~(G)  ~ 1. On conclut alors comme dans a). 
c) On peut supposer S = 1. Par le lemme 2.5, il suffit de montrer que si 
G=C'~, alors Ix(1, G)=( -1 )np  (9. On proc~de par r6currence sur n. Si n=l ,  
(~)=0 et clairement Ix(1, Cp)=- l .  Si n>l ,  soit N=C'~ -1 un sous-groupe 
d'indice p de G. Soit N l l 'ensemble des compl6ments de N. 
Card  (N  l )  = Card  {Cp <_- G} - Card  {C o ~ N} 
= (p"  - 1 ) l (p -  1 ) -  (p" - '  - 1 ) l (p  - 1) = p" - ' .  
Par le th6or~me 2.1: IX(I, G)= Ix(N, G)Y.c~N~ Ix(C, G), mais comme G/C-~ C~ -~ 
et G/N-~ Cp, on obtient: 
Ix(I, G) = ( -1 ) .  p , - i .  ( -1)"  1. p(o~,)= (-1)"pt~). [] 
La fonction de M6bius d'un groupe nilpotent &ant d6termin6e, la question 
suivante est d'6~udier celle des groupes r6solubles. 
Rappelons qu'une suite d6croissante de sous-groupes de G est dite principale 
si chaque sous-groupe de la suite est normal dans Get  si la suite ne peut pas 6tre 
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raffin6e en une suite ayant la mame propri6t6. Si G est r6soluble, tous les  
quotients successifs d 'une suite pr incipale sont ab61iens. 
THI~ORI~ME 2.6. Soit 1 = G,  <aG, 1 <S]. 9 9 <aG~ <aGo = G une suite principale 
d'un groupe r~soluble Get  soit Hun  sous-groupe de G. On consid~re la suite 
H=G,  9 H<-_G,_~ 9 H<= . .  .<-G~ 9 H<=Go 9 H=G dont on ne conserve que les 
termes distincts: H = H~ < H, I < . . . < H~ < Ho = G. Soit s~ le nombre de 
compl~ments de H~ dans le treillis S(G/H~§ Alors 
bt , (n ,  G)  = ( - -1) rs1  . . . . .  Sr - l "  
En particulier, ~(1, G)  = (-1)rim1 . . . . .  m,  1 oi~ m~ est le nombre de compl~rnents 
de G~/G~+~ dans G/G~+I. (&noter que ce th~or~rne d~montre que s~ . . . . .  s~ ~ est 
ind~pendant du choix de la suite principle). 
Preuve. I1 existe un ent ier  a tel que H = H~ = G~ 9 H et H<H,_~ = Ga_a 9 H. 
Montrons tout d 'abord  que tout compl6ment  C de H, ~ dans S(G/H)  est 
maximal.  Comme C >= H, 
Ga_1"C=G,~ I "H 'C=H~_I "C=G.  (*) 
Soit maintenant  D un sous-groupe tel que C N D < G. Alors,  G~ -<__ D n G , -1  <-- 
Ga_ 1. Or, D n Ga_ 1 est normal  dans D, donc normal is6 par C. De plus, D n G~_ 1 
est normal  dans Ga-~ car Ga_~/G, est ab61ien. En vertu de (*), DAGa_ I  est 
normalis6 par  G = G~ a 9 (7, et comme la suite des G~ est principale, D N G~_x est 
6gal ~t G,_~ ou G~. Mais vu que D < G, le premier  cas est impossible,  sinon D 
cont iendrait  G , -1  et C, donc G en vertu de (*). Ainsi,  D n G~_I = G,  ce qui 
impl ique aussi C n G~_I = G,.  Ces deux 6galit6s et la relat ion (*) montrent  que 
C/G,~ et D/Ga sont des compl6ments dans G/G,, du sous-groupe normal  G,~_~/Ga. 
Par cons6quent C = D. 
On d6montre  maintenant  le th6or~me par r6currence sur r. S i r  = 1, alors 
G,-<_H et G~_I .  H= G. Le m6me argument que ci-dessus montre  que H est 
maximal  dans G. Par  cons6quent,  ix(H, G) - - -1 .  Si r> l ,  on a par  induction: 
~(Hr_ l ,  G)= ( -1 )  r ls~ . . . . .  s~_2. 
Par le th6orbme 2.1 (avec N= Ga- t  et X = Ga_  1 , H = Hr 1), on a de plus: 
~(H,G)= ~(H~_I, G) ~ ~(C,G) 
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off H~_, est l'ensemble des compl6ments de H~_, dans S(G/H). Par le d6but de la 
preuve, tout C e H~_~ est maximal dans Get  donc/x(C, G) = -1 .  Par cons6quent 
~(C, G)=-s~_ ,  
et le r&ultat en drcoule. []  
Soit u(G) le plus petit sous-groupe normal de G tel que G/u(G) soit nilpotent. Si 
{,/~(G); i>_-0} est la suite centrale descendante de Get  si 7~(G)= ,/,+,(G), alors 
clairement u(G) = 3,~(G). On d6finit encore vo(G) = Get  inductivement v~+,(G) = 
u(ui(G)). Ainsi, G est rrsoluble si et seulement s'il existe un entier s tel que 
u~(G) = 1. 
COROLLAIRE  2.7. a) Soit 1 = G, <~ G,_, <~. 9 9 <l G, <~ Go = G une suite 
principale d'un groupe r~soluble G. Les conditions uivantes ont ~quivalentes: 
(i) Gi/G~+~ admet un compl~ment dans G/Gi+, pour tout 1 <= i <= n - 1. 
(ii) ~x(1, G) ~ 0. 
(ii) Tout sous-groupe normal de G admet un compl~menr 
b) Si tx(1, G) r  alors ui(G)/uI+,(G) est un produit de groupes abiliens 
dl~mentaires. En particulier, v~(G) est ~gal au i-~me sous-groupe d~rivd de G. 
Preuve. a) (i) ~ (ii) rrsulte du throrrme 2.6. 
(ii) ~ (iii) rrsulte du corollaire 2.3. 
(iii) ~ (i) Si H est un complrment de Gi dans G, alors H.  G~+x/G~+I est un 
complrment de GJGi+, dans G/Gi+,. 
b) Si ui(G)/ui+,(G) n'est pas un produit de groupes abrliens 616mentaires, 
alors le sous-groupe de Frattini cI)=cI)(vi(G)/ui+~(G)) est non trivial car 
u~(G)/ui+~(G) est nilpotent. De plus q~ n'admet pas de complrment dans 
u~(G)/u~+a(G), donc pas non plus dans G/u~+,(G). L'image rrciproque de q~ dans 
G est alors sans complrment dans G. [] 
Pour terminer ce paragraphe, voici une dernirre relation satisfiaite par la fonction 
de MiSbius: 
PROPOSIT ION 2.8. Si G n'est pas cyclique, Y.s~s(~)[Sl" Ix(S, G)=0 et 
Y, tsl~c(~) ING(S): S1-1"/x(S, G)=0.  
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Preuve. Soit R(G) l 'anneau des caract~res de G et r6 :Q |  -~ Q|  
l 'homomorphisme d'anneaux qui associe ~ G/S le caract~re Inds ~(1). Maintenant, 
si H est un sous-groupe propre de G, il est clair que ResH e(G)= 0. I1 en r6sulte 
que 
Res ,  o rG (e(G)) = rH oResH (e(G)) = 0 
pour tout sous-groupe propre H. Par cons6quent rG(e(G))=O si G n'est pas 
cyclique, car il est bien connu que la restriction des caractbres au produit de tous 
les sous-groupes cycliques est injective. 
Par le th6or6me 1.2, e(G) = Y~S1~C(G)ING(S): ] ~-~ 9 Ix(S, G)G/S et on obtient 
donc 
E INc,(S):SI 1 " IX(S, G) Inds~(1) =0.  
[S]eC(G) 
Calculons maintenant le coefficient du caract~re trivial de G dans cette somme. 
Comme (1 I Ind~(1))G = (1 ] 1)s par r6ciprocit6 de Frobenius, ce coefficient est 
~'. ING(S):S]-' .~x(S,G):0.  
[S]eC(G) 
En sommant maintenant sur tous les sous-groupes de G, on obtient l 'autre 
assertion de la proposit ion aprbs multiplication par IGI. [ ]  
Remarque. Le fait que e(H), pour H non cyclique, est dans le noyau de rG 
appara]t d6j~t chez Solomon [S]. 
3. Propri~t~ de divisibilit~ de la [onction de M6bius 
S in  est un entier positif, on notera no le plus grand diviseur de n sans facteur 
cart6. Par ailleurs G'  d6signe le sous-groupe des commutateurs de G. 
THt~ORI~ME 3.1. IG : G'lo " IX(S, G) e ING(S): SI 72 pour tout sous-groupe S de 
G. En particulier, Ix(l, G) est un multiple de IGI/IG : G'lo. 
Ce th~or~me st en fait 6quivalent ~ la proposit ion suivante qui donne une 
propri6t6 d'int6gralit6 des idempotents de l 'anneau de Burnside g2(G). 
PROPOSIT ION 3.2. IG : G'lo e(G) e ~(G) .  
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Comme e(G) = ~-Esl~c(6)[Nc(S): l-' 9 p,(S, G)G/S en vertu du th6or~me 1.2, 
dire que [G:G'Ioe(G)~g2(G) revient ~ dire que tous les coefficients 
IG:G'Io" [N6(S):S1-1" ~(S, G) sont entiers. Donc 3.2 est 6quivalent 5 3.1. 
Cette 6quivalence permet de d6montrer le th6or~me 3.1 de la mani~re 
suivante: 
a) On d6montre 3.1 lorsque G est nilpotent. 
b) On d6montre 3.2 dans le cas g6n6ral. 
a) On suppose G nilpotent. I1 n'y a rien h montrer si ~(S, G)=0 et par 
cons6quent, par la proposition 2.4, on peut supposer S normal dans Get  G/S = 
l-I~= ~ C", Quitte ~ passer au groupe quotient, on peut supposer S = 1. A noter que 
cette op6ration remplace IG:G'Io par I(G/S):(G/S)'[o qui est un diviseur de 
[G : G'lo. Comme alors, G' = 1, on obtient par la proposition 2.4: 
I l-" IClo..(1, p;"'+' (-1)-,p?' 
i=1  i=1 
qui est entier car 1 + (~) ->_ n pour tout n > 0. 
b) On utilise ie cas nilpotent pour montrer 3.2 dans le cas g6n6ral. Soit 
N = u(G) le plus petit sous-groupe normal de G ~ quotient nilpotent. Par le cas a) 
et le fait que G '~ N, on a: 
x = IG  : G ' lo  e~/N(G/N)~ I2(G/N). 
Soit alors y = p*(x) off p:G ~ G/N est la projection canonique. Par le lemme 
2.2, les marques de y sont faciles ~t calculer: 
(S,y)=(S.N/N,x)={~oG:G'Io si S.N=G 
si S.Nr  
Si S 9 N= Get  S~ G, la proposition 1.7 s'applique t il existe donc as ~ O(G) tel 
que (S, as) = 0 et (G, as) = 1. Soit alors a = [Is as, le produit 6tant pris sur tousles 
S tels que S -N=G et SCG,  et soit z=ya .  
I1 est clair alors que (S, z )= 0 si S~ Get  (G, z )= [G: G'lo. Par cons6quent, 
IG:G'I0 e(G)= z ~O(G). [] 
Remarques. 1) En induisant ~ G l'idempotent e14(H) de Q@O(H), on voit 
que le th6orbme 3.1 est encore 6quivalent ?~: 
IN~(H): HI 9 IH: H'[o e(H) ~ O(G) pour tout sous-groupe H de G. 
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2) En guise d'alternative, on peut aussi d4montrer assez facilement la proposi- 
tion 3.2 (et done le th6or~me 3.1) en utilisant les congruences 1.5. 
Finalement, nous allons voir que les r6sultats 3.1 et 3.2 sont les meilleurs 
possibles: 
PROPOSIT ION 3.3. IG : G% est le plus petit entier positif n tel que tousles 
nombres n IN~(S): SI 1. tt(S, G) soient entiers (S ~ S(G)). 
Preuve. I1 suffit en vertu de l'6quivalence de 3.1 et 3.2 de montrer que 
IG:G'[o divise tout entier n tel que ne(G)~g2(G). Si S est maximal dans G, 
t~(S, G) = -1 ,  done le coefficient en G/S de e(G) est - IN6(S)  : SI 1. Or IN6(S): SI 
est soit un diviseur premier de [G:G'Io, soit 6gal ~ 1 car S est maximal dans 
G. [] 
Remarque. En fait, on peut montrer aussi que IN6(H):HI I H:H'Io est le plus 
petit entier positif n tel que ne(H)cg2(G), soit en adaptant la preuve de la 
proposition 3.3, soit ?~ l'aide des congruences 1.5. 
EXEMPLE.  I1 r6sulte du th6or6me 3.1 que ~(1, G) est un multiple de IG[ si 
G est parfait. Par exemple, it( l ,  As) = 60 = IAsl, it(l, A 6) = 720 = 2 Im6[, mais 
/x(1, PSL2([F7))= 0. Ainsi, contrairement au cas des groupes r6solubles, le com- 
portement de la fonction de M6bius des groupes simples semble plus difficile ?a 
comprendre. 
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